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1.は じ め に
提携形ゲームとは複数人が集まって得た利益を,そ の部分提携の評価値 を考
慮 して,公 平に分けるにはどうすべ きか?の 問に答 えようとしたものである。
得 られた利益の分 け方(解)と して,種 々の観点から様々な解が提唱 されてい
る。その中に団結値 と呼ばれる解がある。この解に関する縮小ゲームによる一
貫性について考察する。新 しい縮小ゲームを提出し,こ の縮小ゲームにより一
貫性を満たすことを示す。この縮小ゲームは3つ の項の凸結合であ り,従って,
確率的解釈が可能 となる。
2.団 結 値
複数の参加者が集まって利益を生む状況を想定する。参加者(プ レイヤーと呼
ぶ)の集合をN:={1,_,n}とお く。Nの 部分集合を提携 と呼ぶ。提携S(⊂1>)
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のメンバーが集まって得 ることができる利益 をv(S)で表し,提 携Sの 提携値
と呼ぶ。Nの 部分集合か ら実数へのこの関数v:2亙→Aを 特性関数 と呼ぶ。
ただし,v(の)ニ0とする。 プレイヤーの集合Nと 特性関数 砂の組(N,v)を
提携形ゲーム1)と呼ぶ。全体提携Nに よって得 られる利益v(Mを,部 分提携
Sの提携値{v(S)IS⊂N}を利用 して,Nの メンバーになるべ く公平に分ける
ことが,提 携形ゲーム(N,v)の1つの目的である。
提携形ゲームの1点 解 とは提携形ゲームの集合か らプレイヤーへの分け方へ
の関数ノで 次の条件 を満たす ものである:
∫(ハ砂)=〔 五(恥),_,ん(以砂))
Σ カ(蜘)一 ・(亙)
ブ∈2V
1点解 は値 とも呼 ばれ る。 よ く知 られて いる シャ・一・一プ レイ値Shと 本稿 の主
題 で ある団結値Solは以下 の ように定義 され る。
シャー プ レイ値(Shapleyvalue):
s聯)・ 盟1π 一t)19-1)1[v(T)一・(T-{ブ})](ブ∈M
団結 値(Solidarityvalue)
S・卿 ・議 押)19-1)1揺 レ(T)-v(2〔一{ノ診})1(ブ∈初
この定義式による各値の確率的解釈は次の通 りである:プ レイヤーがランダ
ムに順列を形成する。プレイヤー(ブ とする)が 到着 した時にできる提携をT
とした時,限 界提携値v(T)-v(T-{ガ)(下図参照)を 受け取る場合,そ の
期待値が シャープ レイ値 であ り,限界提携値ではな く,提携Tの メ ンバー
1)譲渡可能効用を扱うので,正確には,譲渡可能効用を持つ提携形ゲームと呼ばれ
る。
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の限界提携値 を平均 した平均限騰 値 嬬[v(T)一 ・(T-{k})]を受け取る
場合2),その期待値が団結値である。
7「一{ノ}
。?
」
プ レイヤーブの限界提携値:v(T)-v(T-{ブ})
3.縮 小 ゲ ー ム に よ る一 貫 性
元 のゲー ム(N,v)(IN1≧3)と利得 ベ ク トルx∈ 館 が与 え られた時,縮 小 ゲ ー
ム(N-{i},〆)(ゲ:2N一{i}→A)を定義す る。ただ し,
vx(の)ニ0,vx(N-{i})ニv(劫一Xiであ る。
解!に 対 して,縮小ゲームの部分提携の提携値vX(S)(S⊂N-{i},S≠の,!>一{i})
を適切 に定義 して,
乃(N,v)=カ(N-{i},vf(N・v))(∀ブ∈N-{i})
となる ように したい。す な わち,元 のゲー ム(以 の におい て解 ∫に よ り配分
され た利 得fi(N,v)を持 って1人 の プ レイヤ ーiが 退 出 し,縮 小 ゲー ム(N-
{∫},〆帆"))がで きる。 退出 しなか った プ レイヤー ブが,解 ノ●に よ り配分 され る
元 のゲ ーム にお ける利得f"(N,v)が縮小 ゲーム にお け る利得 ヵ(N-{i},vf(N・V))
と一致す る ことを要 求す るのが,縮 小 ゲーム による一貫性 である。
縮小 ゲ ーム による一貫性 を満 たせ ば,部 分 と全体 を同 じよ うに扱 うこ とを意
味す るの で,望 ま しい解 と解釈 され る。 また,解 の差 異 を縮小 ゲー ムの違 いで
表 す試み であ る。
シ ャー プ レイ値 と団結値 に対 して,次 の ように縮小 ゲー ムを定義す る。
2)tは提携Tの メンバーの総人数である。
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sv(s)+n-1[v(su{i})司 (Sh)
団結 値:
n-s-1
v(s)〆(s)=n -1
+縞1Σ[v(su{i}一{1})一κ・]畷 舞[・(su{i})-x・]
1∈s
(Sol)
さ らに,2人 ゲー ムにお け る α 一標 準性 を次の ように定義 す る:2人 ゲー
ム({づ,ブ},のに対 して
!({4ブ},・)一〔去 吻)+α ω(疹)一・(ブ))憂吻)+α ω(ブ)一・(ゴ))〕
が成 り立つ時 「解fは2人 ゲームにおける α一標準性 を満たす」3)という。た
だ し,・ ≦ α ≦ 麦 であ る・
このように定義することにより,次の定理が成 り立つ:
定理:(証 明は補遺を参照。)
(1)シャープ レイ値 は2人 ゲームにおける標準性を満た し,(Sh)で与 えられ
た縮小ゲームに対 して縮小ゲームによる一貫性を満たす唯一の解である。
(2)団瀧 は2人 ゲームにおけるt一 標鞘 を灘 し,(S・1)で与えられ備
小ゲームに対 して縮小ゲームによる一貫性 を満たす唯一の解である。
(Sh)と(Sol)で与 え られた縮小ゲームの意味を検討する。縮小 ゲーム
3)α 一告の時,い わゆる,・2人 ゲーム}・おける鮮 性・ となる・
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(N-{i},vX)にお いて提携S⊂N-{i}は 次 の よ うに提 携値 を見積 もる:プ
レイヤー ゴに利得 物 を与 え る代 償 として,ゲ ーム に留 まって も らい たい。留
まって もら うことに(確 率1-rn,sで)成功 しなけれ ば,提 携Sの 利 得 はv(S)
の ままで ある。(確率rn,、で)成 功す れ ば,更 に2つ の可 能性 があ る:(確 率
qn,、で)提 携SU{i}を 形 成 す る こ とがで き,そ の結 果 と して提 携Sにv(S
U{i})-Xiの利得 が残 る。 また は,(確 率1-qn,sで)提携 の規模 を大 き くす る
こ とが不可 能 なためSの メ ンバ ーか ら無作為 に1人 選 び(選 ばれた プレイヤー
を1と す る)提 携SU{i}一{1}を形 成 し,そ の結 果 と して提携Sにv(SU{i}
一{1})-Xiの利得が残 る。 これを式で書 けば次の よ うにな る(下 図参照)。
〆(s)一(1-・瑠 刀(s)+r。,。q。,s[v(sU{i})-ti]
+雫(1-q。 ,s)Σ[v(su{i}一{1})-Xi]
1∈s
。?
?
? ㊨
⇒◎
○
確 率1-rn,sで?鴇
確 率rn,sで
⇒
確率%、 で 確 率1-qn,sで
各解における具体的な確率の値 とその(1つ の)解 釈は以下の通 りである
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解 7とgの 値
シヤープレイ値
3
・〃
,・=。-1・ σ・,・ニ1
団 結 値 ∫s+17π・ε=〃-1・(7π ・∫ ニ 〃
シヤープレイ値:
プ レイヤー づをゲームに留まるように説得する使者がノV-{i}からランダム
に選ばれる。選ばれた使者がSに 属すれば,積極的に試みるため説得が成功し,
Sに属 さなければ説得が不成功に終わる。
団結値:
まず,シ ャープレイ値 と同様に,プ レイヤー ゴをゲームに留まるように説得
する使者が1V-{i}からランダムに選ばれる。選ばれた使者がSに 属すれば,
積極的に試みるため説得が成功 し,Sに 属 さなければ説得が不成功に終わる。
さらに,成 功 した場合,提 携の規模 を1人 増やせ るか否かを決めるために,
1Vから1人 のプレイヤーが ランダムに選ばれる。選ばれたプレイヤーカ㍉ 自身
かSに 属せば,1人 増やす ことがで きるが,Sに 属 さなければ,元 の規模を
維持 しなければならない。
4.終 わ り に
本稿では譲渡可能効用 を持つ提携形ゲームの1点 解である団結値 に対 して新
たな縮小ゲームを提出し,「団結値はその縮小ゲームによる一貫性 を満た し,
2人ゲームにおける÷ 一騨 性を満たす唯一の角翠である・ ことを示 した・この
縮小ゲームは3つ の項の凸結合であ り確率的解釈が可能であ り,よ く知られて
いるシャープレイ値の縮小ゲームと類似 した解釈であった。
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5.補 遺
定理 の(2)のみ の証明 を示 す。Namekata&DriessenのLemrrla7,8,9より,
M・,・一(,+1)?.一、)圓 一1(n-2・…;・-1・… ・n-1)
a。,s-1-・ボ"着1,b。,,一 ・。,。q。,。-ew(Sn+一'i),
c・,s一箏(1-q・,・)一 雛11・d・,・ 一・
とおいた時,
Mn-1 ,1an,1=Mn,1
M。-1,n-2b。,。-2=M。,n-1
Mn_1 ,san,s+(s-1)Mn_1,s_1ds_1ニMn,s(s=2,...,n-2)
(n-s-1)M。 一、,。c。,s+Mn-・,。一 ・b。,s-・=M。,s(s-2,...,n-2)
が 成 り 立 つ こ と を 示 せ ば よ い 。 代 入 し て 左 辺 を 計 算 す る と,
1n-21
Mn-1 ・1an・1=2(n-2)n-1=2(n-1)=Mn・1
Mn-・,n-・b・,n-・一(1n-1)〔Z=1〕-1("譜1)一 細 と1)一 規_・
Mn-・,・a・,s-(s+1)(1-s-1)圓一1%着1
-(
,÷1)kt-s)圓 一1-m・,s
(n-s-1)M。 一・,sc。,s+〃z。一 ・,。一 ・b。,。一・
一(n-・-1)(
、+1)(iz-9s-1)〔で=1〕-1詰1
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とな り,証 明 された。
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